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Roman Lichograj, Zofia Nabuda 

MODELE I W ASNO CI MECHANICZNE TKANKI KOSTNEJ 

S owa kluczowe: Model tkanki kostnej, w asno ci mechaniczne ko ci,
struktura trabekularna. 

Wst p

Skomplikowany uk ad biologiczny, jakim jest tkanka kostna wymusza 
istotne za o enia upraszczaj ce i ograniczaj ce modele fizyczne i matema-
tyczne j  opisuj ce. Nie istnieje jeden podstawowy model definiuj cy 
materia  kostny w sensie równania konstytutywnego, jakim na przyk ad jest 
uogólnione prawo Hooka w teorii spr ysto ci. Ró ni autorzy, w zale no ci 
od funkcji, wymaga , mo liwo ci adaptacyjnych obliczeniowych, stosuj
ró ne modele opisu, przy czym nale y zaznaczy , e zazwyczaj w literaturze 
spotyka si  podej cie do ko ci jako do materia u spr ystego o ró nym
stopniu anizotropii. Celem tego artyku u jest porównanie ró nych modeli 
opisu tkanki kostnej i zamodelowania jej struktury. 

Modele spr yste

Liniowe modele spr yste s  najcz ciej u ywanymi modelami w bio-
mechanice tkanki kostnej, tzn. wykorzystuje si  równanie konstytutywne  
w postaci uogólnionego prawa Hooka: 

klijklij c     (1) 

gdzie: klij ,  – sk adowe tensorów napr enia i odkszta cenia, ijklc – ten-

sor 4 rz du sta ych spr ysto ci. Przy za o eniu istnienia potencja u spr y-
sto ci, determinuj cego symetri  tensora spr ysto ci (Nowacki,1970),  
w najogólniejszym przypadku cia a anizotropowego otrzymuje si  21 nie-
zerowych sta ych materia owych. Badania wytrzyma o ciowe i symulacje 
numeryczne przeprowadzone przez van Rietbergena B., Weinansa H., 
Huiskesa R. i Odgaarda A. (1995) (Rietbergen B., Weinans H., Huiskes R., 
Odgaard A., 1995) oraz Ulricha D., Mullera R., i Ruegseggera P. (1996) 
(Ulrich D., Muller R., Ruegsegger P., 1996) wykaza y, e wystarczaj cym
i w pe ni oddaj cym w asno ci spr yste struktury ko ci (zarówno form 
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zbitej jak i trabekularnej) jest opis uwzgl dniaj cy ró ne w asno ci w trzech 
wzajemnie prostopad ych kierunkach. Zaw aj c wobec tego tkank  kostn
do cia a ortotropowego otrzymujemy nast puj c  macierz: 
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Okre laj c  sta e spr ysto ci tkanki kostnej. Takie podej cie definiuje 
materia  ortotropowy o 12 niezerowych sta ych materia owych, z których 
tylko 9 jest niezale nych, gdy :
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Dla wielu form tkanki kostnej (np. ko ci d ugie, trzon uchwy) uzasad-
nione jest przyj cie tzw. izotropii poprzecznej, co ogranicza liczb  nie-
zerowych sta ych materia owych do 6, z których tylko 5 jest niezale nych.
Przy przyj ciu jako p aszczyzny izotropii np. p aszczyzny (1-2) otrzymuje si
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W najprostszym, ale i najcz ciej stosowanym podej ciu, tkank  kostn
traktuje si  jako materia  izotropowy definiowany tylko poprzez dwie sta e

materia owe: modu  spr ysto ci E i sta  Poissona . Nale y przy tym za-
znaczy , e dla materia u izotropowego cz sto przyjmuje si  zale no
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modu u Younga od innych wielko ci, np. od g sto ci , czy pr dko ci

odkszta cania )/( dtd , w postaci: 
CB dtdAE )/(

czy  

])/([ db dtdcaE

gdzie sta e A, B, C, a, b, c, d wyznacza si  eksperymentalnie. 

W tabeli 1 (Buskirk W.C. Ashman R.B., Nowin S.C., 1984) zestawiono 
sta e materia owe otrzymane na drodze bada  wytrzyma o ciowych i ultra-
d wi kowych dla zwartej tkanki kostnej uchwy w odniesieniu do ko ci
udowej i piszczelowej cz owieka.

Tab. 1. Sta e materia owe ko ci [4, 5, 6]. 

Rodzaj 
ko ci

Ko  udowa 
(Reily D.T., 

Burstein
A.H. 1975) 

Ko
piszczelowa 

Ko  udowa uchwa

Metoda
pomiaru 

mechaniczna mechaniczna ultrad wi kowa ultrad wi kowa

E11 11.50 6.91 13.00 11.30 

E22 11.50 8.51 14.40 12.50 

E33 17.00 18.40 21.50 20.50 

G12 3.60 2.41 4.75 3.90 

G13 3.28 3.56 5.85 4.80 

G23 3.28 4.91 6.56 5.70 

12 0.58 0.49 0.37 0.43 

13 0.31 0.12 0.24 0.24 

23 0.31 0.14 0.22 0.23 

21 0.58 0.62 0.42 0.45 

31 0.46 0.32 0.40 0.41 

32 0.46 0.31 0.33 0.37 

Modele strukturalne – ko  jako materia  kompozytowy 

Wielu autorów dla tkanki kostnej tworzy modele strukturalne, tzn. roz-
patruje ko  jako materia  kompozytowy (Katz J.L.,1981, Katz J. L., 1971, 
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Piekarski K., 1971, Currey J. D. 1987). W przypadku tym przyjmuje si ,
e ko  sk ada si  z dwóch faz: mineralnej i kolagenowej. Najprostsze 

podej cie stosowane w mechanice kompozytów polega na wykorzystaniu do 
okre lenia sta ych materia owych regu y mieszania w postaci np. liniowej: 

E=VmEm+VcEc; Vm+Vc= 1 (5) 

gdzie: E oznacza modu  spr ysto ci ko ci jako kompozytu Em, Ec oraz Vm,

Vc – odpowiednio modu y spr ysto ci oraz udzia y obj to ciowe fazy mine-
ralnej i kolagenowej. 

Rozwini ciem tej najprostszej formu y s  spotykane w literaturze 
(Katz,1981) nieliniowe modyfikacje regu y mieszania zwi zane z wymia-

rami lamelli tworz cych faz  mineraln  tzn. ich d ugo ci L, promieniem r0,

polem powierzchni poprzecznej Am
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Gc – modu cinania fazy kolagenowej; 2R – odleg o  osi dwóch 
s siednich lamelli fazy mineralnej, czy wreszcie uwzgl dniaj ce rozk ad  
i orientacj  lamelli wzgl dem kierunków napr e

n
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gdzie: mc , – sta e Poissona faz: kolagenowej i mineralnej; n – udzia

obj to ciowy tych lamelli (krystalitów) fazy mineralnej, których o  le y pod 

k tem w stosunku do osi napr enia.

Modele strukturalne ko ci spotyka si  równie  jako przyk adowe kon-
strukcje wielowarstwowe sk adaj ce si  z warstw materia u kolagenowego  
i mineralnego (Currey, 1987). Zasad  tworzenia takiego modelu kompozyto-
wego przestawia ryc.1. 
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a)  b)

Ryc. 1 Modele strukturalne ko ci jako przyk adowe konstrukcje 
wielowarstwowe sk adaj ce si  z warstw materia u kolagenowego  

i mineralnego: a) model Voigta, b) model Reussa 

W biomechanice tkanki kostnej dwa podstawowe rodzaje u o enia
warstw: mineralnej i kolagenowej okre la si , przez analogi  do liniowych 
modeli mechanicznych w reologii, odpowiednio jako modele Voigta  
i Reussa. 

W pierwszym przypadku, je eli ko  jako konstrukcja przyk adowa 
obci ona jest równolegle do warstw, to sztywno  kompozytu jest sum
wa on  sztywno ci warstw kolagenowej i mineralnych 

E=EcVc+EmVm (9)

W przypadku normalnego w stosunku do warstw obci enia ko ci sumo-
waniu podlega podatno , tzn. 
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We wzorach (9) oraz (10), analogicznie jak zale no  (5), przez E ozna-

czono modu  spr ysto ci ko ci jako kompozytu, natomiast przez Em, Ec oraz 

Vm, Vc odpowiednio modu u spr ysto ci i udzia y obj to ciowe fazy mine-
ralnej i kolagenowej. 
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Ko  jako cia o porowate 

W opisie ko ci jako materia u porowatego przyjmuje si , e jest to cia o
spr yste z wewn trznymi pustkami. W zale no ci od kszta tu i charakteru 
rozk adu pustek macierz efektywnych modu ów spr ysto ci podlega ró -
nemu stopniowi anizotropii. Jednorodny i przypadkowy w trzech kierun-
kach rozk ad pustek prowadzi do materia u izotropowego. Przypadkowy  
i nie ukierunkowany rozk ad pustek w dwóch kierunkach narzuca na-
tomiast izotropi  poprzeczn . Pustki modeluje si  na ogó  w postaci sferycz-
nej, elipsoidalnej, dyskowej lub ig owej.  

Przyk adowo dla sferoidalnych pustek przypadkowo roz o onych w izo-
tropowej matrycy kostnej, odpowiednio o modu ach spr ysto ci i cinania 

E oraz G, efektywne sta e spr ysto ci ko ci jako materia u kompozytowego 
wynosz :
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gdzie c0 i c1 stanowi  udzia y obj to ciowe ko ci i pustek, a sta e

0 i 0 zale  od sta ej Poissona. 

W ostatnich latach w teorii modeli tkanek kostnych, szczególnie dla przy-
padku struktury trabekularnej, rozwijane s  przestrzenne modele wype nie-
nia struktury kostnej. 

Przyk adowe modele symuluj ce mikrostruktur  ko ci trabekularnej,  
o ró nych efektach wype nienia, przedstawia ryc. 2 i ryc. 3. 

      

Ryc. 2. Przestrzenne modele wype nienia struktury trabekularnej ko ci
– modele pr towe
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Ryc. 3. Przestrzenne modele wype nienia struktury trabekularnej ko ci.

Wnioski 

Przedstawiony w artykule przegl d modeli oraz równa  konstytutyw-
nych tkanek kostnych dowodzi, e nie funkcjonuje jeden model definiuj cy
materia  kostny jako cia o odkszta calne. Najcz ciej spotykane s  modele 
spr yste, które te  znajduj  najszersz  reprezentacj  i potwierdzenie zgod-
no ci sta ych materia owych w badaniach do wiadczalnych. Z uwagi na z o-
ono  w asno ci tkanki kostnej uzasadnione jest upraszczanie ich modeli 

ale zgodnie z zasad : …model powinien by  tak prosty jak to mo liwe, ale nie 

prostszy… (Cowin, 1995).

Streszczenie 

W artykule tym przedstawiono stosowane w technice obliczeniowej mo-
dele tkanki kostnej. Z punktu mechaniki, najistotniejsz  rol  w zdolno ci 
uk adu do przenoszenia obci e  pe ni tkanka kostna zwarta. Dlatego te ,
przedstawione w tej pracy modele dotycz  w wi kszo ci tkanki zwartej. 
Specyficzn  grup  modeli fizycznych w biomechanice s , oparte na teorii 
funkcjonalnej adaptacji, modele tzw. spr ysto ci adaptacyjnej. 

Przedstawiono równie  ko  jako struktur  porowat  oraz jako materia
kompozytowy w tym modelowanie istoty trabekularnej w odniesieniu do 
teorii homogenizacyjnej. 

a) model p ytowy
z otworami

b) struktura  
plastra miodu

c) model p ytowo-
pr towy
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MODELS AND MECHANICAL ABILITIES OF A BONE TISSUE 

Key words: Bone tissue model, bone mechanical abilities, trabecular 
meshwork.

Summary

In his article, we have some models of bone tissues used in technology. 
Dense bone tissue, from the point of view of mechanics, fulfills the most 
important role in the system of workload transfer. Therefore, models 
presented in this work concern mentioned above structure. The specific 
group of physical models in the field of biomechanics, are so called models 
of elastic adaptation which are based on the theory of functional adaptation. 
We have got the bone described here as a porous structure and a composite 
material. Authors also present the modeling of trabecular meshwork that 
refers to the theory of homogenization. 
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